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Resumo
O conceito de Mate´ria Escura surgiu para explicar uma anomalia na curva de rotac¸a˜o de
gala´xias espirais, desde enta˜o, pesquisadores de todo o mundo veˆm tentando detectar a
part´ıcula que compo˜e tal mate´ria. Sem sucesso nas detecc¸o˜es, surgiram algumas teorias
para explicar a existeˆncia tanto da Mate´ria Escura quanto da Energia Escura,
responsa´vel pela expansa˜o acelerada do Universo. Neste trabalho apresentamos uma
dessas teorias. Aqui sugerimos que o Universo se comporta de uma maneira diferente
com a qual estamos acostumados, para isso fizemos uso da relatividade geral e da
equac¸a˜o na˜o-linear de Klein-Gordon, e enta˜o admitimos que o Universo esta´ imerso em
um superfluido relativ´ıstico para assim podermos explicar teoricamente Mate´ria Escura
e Energia Escura.
Palavras-chave: Mate´ria Escura, Energia Escura, superfluido relativ´ıstico, gala´xias.
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Abstract
The concept of Dark Matter arises to explain an anomaly in the rotation curve of spiral
galaxies, since then, researchers around the world have been trying to detect the particle
that composes this matter. Without success in the detections, some theories appeared to
explain the existence of both Dark Matter and Dark Energy, the last one is responsible
for the accelerated expansion of the Universe. In this dissertation we present one of
these theories. Here we suggest that the Universe behaves in a different way with which
we are accustomed, for this we have made use of the general relativity and the
Klein-Gordon’s nonlinear equation, and then we admit that the Universe is immersed in
a relativistic superfluid so we can theoretically explain Dark Matter and Dark Energy.
Keywords: Dark Matter, Dark Energy, relativistic superfluid, galaxies.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
Desde 1933 os cieˆntistas voltaram seus olhos para o que ate´ hoje ainda e´ desconhe-
cido, a mate´ria do Universo. A mate´ria que conhecemos, a mate´ria que constitui tudo que
e´ vis´ıvel, corresponde a cerca de 4% do Universo, o restante e´, ate´ enta˜o, desconhecido e
e´ o que chamamos de Mate´ria Escura e Energia Escura que correspondem a cerca de 23%
e 73% do Universo, respectivamente [1]. Desde a constatac¸a˜o da existeˆncia da Mate´ria
Escura e Energia Escura que pesquisadores de todo o mundo veˆm tentando encontrar
a part´ıcula que deve compor essa Mate´ria Escura. Mas ate´ o presente momento na˜o se
conseguiu detecta´-la. Ha´ quem diga que a soluc¸a˜o para este problema esta´ em modificar a
lei de gravitac¸a˜o, outros continuam tentando detectar uma part´ıcula e ha´ tambe´m quem
sugira novas teorias para solucionar tal problema.
Longe de querer solucionar esse impasse sobre o que e´ realmente a Mate´ria Escura,
nosso trabalho apresenta uma teoria que foi proposta pelo f´ısico Kerson Huang e seus
colaboradores. Na qual Huang et al. apresentaram sua teoria em sua se´rie de trabalhos
[2] - [8] e em seu livro que foi lanc¸ado recentemente, cujo o t´ıtulo e´ “A Superfluid Uni-
verse”[9], em tal teoria ele nos apresenta uma nova forma de olharmos para o Universo, a
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teoria do Universo superfluido que propo˜e que o Universo esta´ imerso em um superfluido
relativ´ıstico.
Este trabalho foi dividido em quatro cap´ıtulos, sendo eles: Introduc¸a˜o; Mate´ria
Escura e Energia Escura, no qual foi abordado primeiramente a Cosmologia Moderna e
a Relatividade Geral de Einstein, que sa˜o nossas ferramentas matema´ticas, temos tam-
be´m uma breve revisa˜o de Mate´ria Escura e Energia Escura onde foram abordados alguns
pontos interessantes sobre ambas; no terceiro cap´ıtulo relatamos sobre Vo´rtices e Super-
fluidos Relativ´ısticos, onde sera´ apresentada a teoria de Universo superfluido atrave´s da
condensac¸a˜o de Bose-Einstein, para isso houve a necessidade de estudar a equac¸a˜o de
Gross-Pitaevskii; e por fim no quarto cap´ıtulo encontram-se nossas considerac¸o˜es finais
para este trabalho.
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Cap´ıtulo 2
Mate´ria Escura e Energia Escura
A existeˆncia de Mate´ria Escura foi proposta para explicar a curva de rotac¸a˜o de
aglomerados de gala´xias, pois observou-se que as velocidades individuais das gala´xias eram
maiores do que era esperado, enta˜o foi sugerido que deveria haver uma mate´ria na˜o vis´ıvel
nas regio˜es em torno das gala´xias, essas regio˜es sa˜o chamadas de halos e essa mate´ria
recebeu o nome de Mate´ria Escura. Ja´ a existeˆncia de uma Energia Escura surgiu para
explicar a expansa˜o acelerada do Universo, que pode ser reproduzida atrave´s da introduc¸a˜o
da constante cosmolo´gica na equac¸a˜o de Einstein.
Este cap´ıtulo esta´ dividido em treˆs partes, que sa˜o: Cosmologia Moderna e Relati-
vidade Geral, Mate´ria Escura e Energia Escura. A primeira se fez necessa´ria pois e´ uma
ferramenta fundamental para o desenvolvimento do trabalho. Na segunda parte desse tra-
balho fizemos uma revisa˜o sobre alguns pontos importantes a saber sobre Mate´ria Escura,
Mate´ria Escura em gala´xias e em aglomerados de gala´xias e o teorema do virial que e´ um
me´todo de medic¸a˜o de Mate´ria Escura. Ja´ na u´ltima parte, tratamos da Energia Escura
onde foi abordado alguns modelos como o ΛCDM , o modelo de quintesseˆncia e o modelo
de K-esseˆncia.
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2.1 Cosmologia Moderna e Relatividade Geral
A Cosmologia Moderna se baseia nas equac¸o˜es de campo da Relatividade Geral de
Einstein, estas podem ser escritas como:
Gµν = 8piGTµν , (2.1)
onde G e´ a constante gravitacional de Newton, Tµν e´ o tensor energia-momentum e Gµν e´
o tensor de Einstein que nos da´ informac¸a˜o sobre a geometria do espac¸o-tempo e e´ definido
por:
Gµν ≡ Rµν − 1
2
gµνR. (2.2)
Na Equac¸a˜o 2.1 podemos observar que no lado esquerdo temos o tensor de Einstein
para a gravidade, que e´ a parte bem definida desta equac¸a˜o, ja´ no lado direito temos o
tensor energia-momentum, que representa o que ainda e´ desconhecido, principalmente
quando tratamos de Mate´ria e Energia escuras [10].
As quantidades que aparecem na Equac¸a˜o 2.2 sa˜o, o tensor me´trico, gµν , que define
o elemento de linha do espac¸o-tempo1
ds2 = gµνdx
µdxν , (2.3)
e duas contrac¸o˜es do tensor de Riemann, Rσλµν , que sa˜o o tensor de Ricci:
Rµν ≡ Rσµσν , (2.4)
e o escalar de curvatura:
R ≡ Rµµ = gµνRµν . (2.5)
1Aqui utilizamos uma assinatura de me´trica da forma (- + + +)
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Para um fluido perfeito, o tensor energia-momentum pode ser escrito como:
Tµν = (ρ+ p)uµuν + pgµν , (2.6)
onde ρ e´ a densidade de energia e p e´ a pressa˜o do fluido perfeito e uµ e´ a quadri-velocidade
do elemento de fluido.
De acordo com as identidades de Bianchi [11] podemos escrever:
∇µGµν = 0, (2.7)
e consequentemente, para o tensor energia-momentum, T µν temos:
∇µT µν = 0. (2.8)
O princ´ıpio cosmolo´gico postula a isotropia e a homogeneidade do Universo, ou
seja, em escalas suficientemente grandes, acima de 3 × 105 anos luz [12], na˜o existem
direc¸o˜es ou pontos privilegiados no espac¸o-tempo e que o conteu´do de mate´ria e energia
do Universo esta´ razoavelmente bem distribu´ıdo. Partindo disso, pode-se estabelecer uma
me´trica para o Universo, a me´trica de Friedman-Robertson-Walker ou me´trica FRW:
ds2 = gµνdx
µdxν = dt2 − a2(t)
[
dr2
1 +Kr2
+ r2dΩ2
]
, (2.9)
onde a(t) e´ um fator de escala que indica quanto o Universo esta´ expandindo, dΩ2 =
dθ2 + sen2(θ)dφ2 e´ o aˆngulo so´lido e K e´ uma constante, cujo valor, nos diz qual a geo-
metria do Universo [2]:
K = +1, geometria esfe´rica;
K = 0, geometria plana;
K = −1, geometria hiperbo´lica.
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A partir disso, e´ poss´ıvel derivar duas equac¸o˜es que informam como o Universo
evolui dado seu conteu´do, conhecidas como equac¸o˜es dinaˆmicas do Universo:
a˙2
a2
=
8piG
3
ρ (2.10)
e
a¨
a
=
−4piG
3
(ρ+ 3p). (2.11)
As Equac¸o˜es 2.10 e 2.11 sa˜o conhecidas como equac¸o˜es de Friedmann.
2.2 Mate´ria Escura
A ideia de Mate´ria Escura surgiu em 1933 por Zwicky [13], que ao estudar a curva
de rotac¸a˜o2 do aglomerado de gala´xias Coma, observou que o aglomerado na˜o poderia
estar ligado gravitacionalmente, a menos que a massa total do aglomerado fosse maior
que a soma das massas de cada gala´xia, ou seja, deveria haver uma mate´ria na˜o luminosa
no aglomerado de gala´xias. Parte da mate´ria na˜o luminosa estaria em torno das gala´xias,
estas regio˜es sa˜o chamadas de Halos, a outra parte estaria distribu´ıda em outras regio˜es.
Posteriormente, por volta de 1970, Rubin et al. perceberam que as curvas de rotac¸a˜o de
gala´xias eram planas ou crescentes [14, 15], isto significa que objetos orbitando em torno
do centro das gala´xias fora da regia˜o vis´ıvel, possuem uma velocidade que permanece
constante com a distaˆncia em vez de diminuir, como seria esperado na teoria Newtoniana.
Desde enta˜o o conceito de Mate´ria Escura tem sido postulado com a finalidade
de que seja poss´ıvel dar uma explicac¸a˜o, de modo que a gravitac¸a˜o Newoniana na˜o seja
modificada, no fato de as velocidades das estrelas nas periferias das gala´xias sa˜o bem
2Curva de rotac¸a˜o e´ o gra´fico da velocidade de uma part´ıcula teste (estrela) em func¸a˜o de sua distaˆncia
ao centro da gala´xia
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maiores do que e´ o esperado de acordo com a massa vis´ıvel. A noc¸a˜o de Mate´ria Escura
vai desde sistemas constitu´ıdos por gala´xias ana˜s esferoides com massas de 107 massas
solares ate´ grandes agrupamentos de gala´xias detentoras de massa na faixa de 1014 massas
solares [16, 17].
De acordo com a anisotropia da radiac¸a˜o co´smica de fundo e das medidas de
supernovas tipo IA, temos que cerca de 1/3 da densidade de energia de todo o Universo
deveria estar na forma de mate´ria escura e barioˆnica, os outros 2/3, no caso de Universo
plano, seria devido a Energia Escura [18, 19]. Em um Universo plano, a densidade de
energia da mate´ria barioˆnica teria uma contribuic¸a˜o de aproximadamente 5% contra 25%
da mate´ria na˜o barioˆnica.
Uma proposta para a Mate´ria Escura, foi de que ela estaria na forma de neutrinos,
mas esta possibilidade foi rapidamente descartada,pois a massa dos neutrinos deveria
estar em torno de 30 − 70 eV para valores razoa´veis da constante de Hubble. Segundo
os experimentos realizados por Mains e Troisk [20], o limite ma´ximo para a massa dos
neutrinos seria de aproximadamente 2, 2− 2, 5 eV. E assim foi descartada a possibilidade
de a Mate´ria Escura ser dominantemente constitu´ıda por neutrinos.
Existe uma grande diferenc¸a entre a distribuic¸a˜o de Mate´ria Escura em gala´xias
e em aglomerados de gala´xias [21]. A Mate´ria Escura nas gala´xias aumenta de forma
proporcional com a distaˆncia ao centro. Ja´ nos aglomerados de gala´xias, a medida do forte
desvio da luz por estes aglomerados indica que neles a Mate´ria Escura esta´ fortemente
concentrada em uma regia˜o central de raio aproximadamente igual a 0, 2 a 0, 3 Mpc.
Tambe´m pode haver mate´ria barioˆnica, na˜o detectada, na composic¸a˜o da mate´ria na˜o
luminosa, como por exemplo, planetas gigantes e estrelas afastadas que na˜o seriam capazes
de emitir uma quantidade de luz suficiente para serem observadas [22].
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2.2.1 Mate´ria Escura em Gala´xias
Em gala´xias, observa-se que as curvas de rotac¸a˜o sa˜o planas em uma regia˜o que
vai ale´m da regia˜o onde a mate´ria luminosa domina. Para que a Teoria da Relatividade
Geral seja mantida na sua forma original, deve existir em torno das gala´xias uma certa
quantidade de Mate´ria Escura. Em gala´xias tipo espiral as curvas de rotac¸a˜o ficam planas,
enquanto que em gala´xias do tipo el´ıpticas a curva tende a declinar, como se fosse composta
por mate´ria vis´ıvel apenas. Para detectar os efeitos gravitacionais da massa de uma
gala´xia, e´ necessa´rio que se fac¸a uma medida da massa. A partir da terceira Lei de
Kepler, temos que:
GM(r) = v2r, (2.12)
onde v e´ a velocidade orbital da part´ıcula teste (essa part´ıcula teste pode ser caracterizada
por uma estrela ao redor da gala´xia), e M(r) e´ a massa da gala´xia no interior do raio
r [23], assumindo simetria esfe´rica. Aplicando esta te´cnica as gala´xias tipo espirais e
considerando que r seja o raio onde e´ emitida a maior parte da luz da gala´xia, encontramos
que a frac¸a˜o da densidade cr´ıtica diretamente associada a` luz e´:
ΩLUM ' 0, 01. (2.13)
Definimos tambe´m a frac¸a˜o de densidade cr´ıtica total, ΩT =
∑
i Ωi, onde i repre-
senta cada componente. A componente i = LUM representa a componente luminosa.
Quando os astroˆnomos estenderam essa te´cnica para distaˆncias maiores que a lumi-
nosidade de uma gala´xia poderia alcanc¸ar, descobriram que M(r) continuava a aumentar.
Se houvesse apenas a massa associada com a luminosidade emitida, enta˜o, v diminuiria
com r−1/2 ale´m do raio de luz emitida, mas o que se observou foi que v ∼ constante, que
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corresponde a` M(r) ∝ r. Existe uma fraca evideˆncia adicional de que a Mate´ria Escura
e´ distribu´ıda aproximadamente de forma esfe´rica, isto implica que ρdark ∝ r−2. As curvas
de rotac¸a˜o de gala´xias indicam que toda gala´xia espiral deve ter um halo associado a ela,
que contribui pelo menos em 3 a` 10 vezes a massa da “mate´ria vis´ıvel”. Baseado nisso,
podemos dizer que:
ΩHALO ≥ 0, 1, (2.14)
ou seja, a ΩHALO e´ aproximadamente 10 vezes maior que ΩLUM [23, 22].
E´ poss´ıvel realizar medidas nas periferias e nas regio˜es das gala´xias espirais onde
na˜o ha´ mais mate´ria luminosa, tais medidas sa˜o realizadas a partir da observac¸a˜o de
estrelas raras ou atrave´s do efeito Doppler na linha dos 21 cm emitido pelo hidrogeˆnio
neutro (HI) [17, 23].
Na Figura 2.1, temos um gra´fico da velocidade de rotac¸a˜o em km · s−1 versus o
raio em Kpc, de va´rias gala´xias espirais [17].
Figura 2.1: Curvas de rotac¸a˜o de va´rias gala´xias espirais [17].
A partir da Lei da gravitac¸a˜o de Newton e comparando com a Equac¸a˜o 2.12, temos
que
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mGM(r)
r2
=
mv2
r
, (2.15)
onde m e´ a massa da estrela, M(r) e´ a massa da gala´xia e v(r) a velocidade da estrela.
Logo, podemos obter uma expressa˜o para a velocidade quadra´tica, da seguinte maneira:
v2 =
GM(r)
r
. (2.16)
Como ja´ foi mencionado antes, na regia˜o plana as velocidades das part´ıculas sa˜o
aproximadamente constante, assim, podemos observar que a massa da Mate´ria Escura e´
proporcional ao raio, ja´ a densidade de mate´ria na˜o luminosa deve variar de acordo com:
ρ ∝ M(r)
r3
∝ 1
r2
. (2.17)
Esta relac¸a˜o e´ verdadeira quando assumimos que a Mate´ria Escura esta´ distribu´ıda de
forma esfericamente sime´trica [17].
2.2.2 Mate´ria Escura em Aglomerados de Gala´xias
Como ja´ foi mencionado anteriormente, a ideia de Mate´ria Escura foi proposta
inicialmente por Zwicky, atrave´s de estudos sobre as caracter´ısticas dos aglomerados de
gala´xias [24, 25]. Em suas pesquisas, Zwicky observou que havia uma inconsisteˆncia
na dispersa˜o de velocidades de rotac¸a˜o das gala´xias do aglomerado Coma, a densidade
de mate´ria observada (mate´ria luminosa) era muito menor do que e´ esperado, surgindo
assim a ideia da existeˆncia de Mate´ria Escura nos aglomerados de gala´xias. Nesta sec¸a˜o
foi descrito resumidamente o teorema do virial que e´ uma forma de medic¸a˜o da mate´ria
de um aglomerado. Existem outros me´todos como por exemplo a utilizac¸a˜o de raios X e
lentes gravitacionais, mas estes na˜o foram abordados aqui.
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Teorema do Virial
O teorema do Virial foi usado por Zwicky em seus estudos sobre a massa do aglo-
merado Coma [24]. Este teorema faz uma relac¸a˜o entre a energia potencial e a energia
cine´tica de um sistema. Assumindo que as interac¸o˜es entre as gala´xias que compo˜em o
aglomerado podem ser descritas pela Lei Gravitacional de Newton e considerando que
o aglomerado se comporta como um sistema mecanicamente estaciona´rio, o teorema do
virial tem a forma:
2 〈T 〉+ 〈U〉 = 0, (2.18)
onde 〈T 〉 e´ a me´dia da energia cine´tica e 〈U〉 e´ a me´dia da energia potencial.
Atrave´s dessa relac¸a˜o ele conseguiu fazer uma estimativa da massa total do aglo-
merado de gala´xias:
M ∼ R 〈v
2〉
5G
, (2.19)
onde M e´ a massa total estimada do aglomerado de gala´xias, R e´ o raio do aglomerado,
G e´ a constante de gravitac¸a˜o e 〈v2〉 e´ a me´dia do quadrado das velocidades individuais
das gala´xias que compo˜em o aglomerado.
Uma diferenc¸a entre o que ocorre em aglomerado de gala´xias e em gala´xias, e´ que
no caso de gala´xias, as part´ıculas (estrelas, planetas, etc.) se movem de forma ordenada,
ja´ no caso de aglomerados as part´ıculas (gala´xias) se movem desordenadamente a partir
de uma certa velocidade. Atrave´s de medidas do redshift, Zwicky obteve uma massa me´dia
por gala´xia m = 4, 5× 1010M e considerando a luminosidade me´dia de uma gala´xia em
torno de 8, 5× 107L, onde M e L sa˜o, respectivamente, a massa e a luminosidade do
Sol. Com isso foi poss´ıvel obter a raza˜o massa-luminosidade das gala´xias do aglomerado
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Coma, M
L
∼ 500M
L
, que e´ aproximadamente 200 vezes maior do que o valor para gala´xias
locais mais pro´ximas. Similarmente, S. Smith determinou a massa do aglomerado Virgo
[26], no qual obteve uma massa me´dia por gala´xia m = 2×1011M, que tambe´m difere do
valor obtido atrave´s da luminosidade por um fator de 200. Nos trabalhos mais recentes
sobre a massa em aglomerados de gala´xias [27, 28, 29] observou-se valores muito pro´ximos
aos obtidos nestes primeiros trabalhos, ou seja:
M
L
∼ 300hM
L
, (2.20)
onde h e´ o chamado paraˆmetro adimensional de Hubble.
2.3 Energia Escura
Em 1917 com o intuito de mostrar que o Universo era esta´tico e evitar o colapso
gravitacional, Einstein introduziu a constante cosmolo´gica. Mais tarde, descobriu-se que
o Universo se expande e assim a constante cosmolo´gica perdeu seu sentido f´ısico e na˜o
foi mais utilizada. Mas, posteriormente, com a descoberta de que o Universo estava se
expandindo aceleradamente, a constante cosmolo´gica foi mais uma vez aproveitada, dessa
vez com a func¸a˜o de dar sentido ao efeito antigravitacional, e partindo disso, surgiu o
exemplo de Energia Escura mais simples. A indicac¸a˜o de que o Universo esta´ acelerando
vem de dados das supernovas do tipo Ia e medidas da anisotropia de fundo [19, 22, 30], e
esta expansa˜o acelerada e´ responsa´vel pelas supernovas serem vistas de forma muito fraca,
que pode ser causada por uma energia escura com pressa˜o negativa [22]. Na Relatividade
Geral, temos:
a¨
a
=
−4piG
3
(ρ+ 3p). (2.21)
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A partir dessa relac¸a˜o, podemos ver que a¨ = 0 apenas se p = −ρ
3
, ou seja, a
acelerac¸a˜o do Universo comec¸a a partir de p ≤ −ρ
3
, com pressa˜o sempre negativa, ja´ que
a densidade de energia e´ sempre positiva.
O primeiro candidato para Energia Escura foi a constante cosmolo´gica, que origi-
nou o modelo ΛCDM. Com uma constante cosmolo´gica sendo uma “varia´vel”, surgiram
algumas variac¸o˜es. Existem va´rios candidatos e modelos de energia escura, mas quando
solucionam um problema outros ficam em aberto, entre eles esta˜o o modelo ΛCDM, quin-
tesseˆncia, o caso fantasma, a K-esseˆncia, branas, ga´s de Chaplygin, cordas co´smicas [18]
etc. Neste cap´ıtulo foi discutido brevemente algumas dessas possibilidades.
2.3.1 Modelo Λ CDM
O modelo ΛCDM e´ o modelo mais simples que envolve Energia Escura. Com ele e´
poss´ıvel explicar a acelerac¸a˜o do Universo atrave´s de dados de supernovas. Um Universo
acelerado so´ pode ocorrer a partir de uma Energia Escura com pressa˜o negativa [22]. A
equac¸a˜o de Einstein:
Gαβ = 8piG
[
Tαβ +
Λgαβ
8piG
]
. (2.22)
Na equac¸a˜o acima foi utilizada a convenc¸a˜o (+−−−). O valor da constante cosmolo´gica,
Λ, deve ser pequeno quando comparado com o valor predito, ou seja, o valor observado e´
cerca de 10120 vezes menor. Isso garante que o Universo comec¸ou a acelerar recentemente
e e´ responsa´vel por uma forc¸a repulsiva proporcional a` distaˆncia [21] diferentemente da
gravitacional, devido a isso, ela e´ capaz de acelerar o Universo. O fator de escala evolui
da forma:
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a(t) = ai
(
sinh
[
3
2
√
Λ
3
ct
])2/3
, (2.23)
e interpola entre o Universo dominado pela mate´ria a ∝ t2/3 e a fase de acelerac¸a˜o do
Universo governada por a ∝ e
√
Λ
3
t. Por estar em acordo com as observac¸o˜es, muitos
modelos de Energia Escura se apoiam nos resultados do modelo ΛCDM.
2.3.2 Quintesseˆncia
Uma outra candidata a` Energia Escura, e´ a chamada Quintesseˆncia, que recebeu
este nome devido a ela ser mais uma componente ale´m dos fo´tons, ba´rions, neutrinos e
mate´ria escura. No modelo ΛCDM padra˜o existe uma componente fixa, Λ, ja´ na quin-
tesseˆncia, existe uma componente dinaˆmica representada por um campo escalar φ e um
potencial V (φ). O campo escalar da quintesseˆncia varia lentamente [31].
A densidade lagrangeana da Quintesseˆncia padra˜o e´ dada por [21]:
L =
1
2
φ˙2 − V (φ), (2.24)
e o paraˆmetro da equac¸a˜o de estado e´ dado da seguinte forma:
ωφ =
pφ
ρφ
=
φ˙2
2
− V (φ)
φ˙2
2
+ V (φ)
, (2.25)
com ωφ > −1.
Tomando como base dados da radiac¸a˜o co´smica de fundo e de supernovas em
aglomerados de gala´xias, estima-se com uma seguranc¸a de cerca de 95% que o paraˆmetro
de estado da Energia Escura deve estar no intervalo −1, 61 < ωDE < −0, 78 [32].
Existe um submodelo chamado de Quintesseˆncia “campo tracker”que pode solu-
cionar o problema da coincideˆncia co´smica [33]. Este problema vem do questionamento
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sobre o fato de vivermos em uma e´poca em que ρm ≈ ρDE. Atualmente r0 = ρ
0
Λ
ρ0m
≈ 1,
observando isto, pode-se dizer que estamos sim vivendo em um momento privilegiado,
isto na˜o e´ bem aceito pelos cosmo´logos. Este modelo necessita de um ajuste fino a fim
de iniciar o per´ıodo de pressa˜o negativa do campo e consequentemente a acelerac¸a˜o do
Universo [34].
O modelo de Quintesseˆncia pode ser dividido em duas categorias, que sa˜o: o mo-
delo freesing (resfriamento) e o modelo thawing (degelo), no primeiro o paraˆmetro da
equac¸a˜o de estado ωφ possui um valor arbitra´rio inicial e decresce com o tempo tendendo
assintoticamente para −1, ja´ o segundo possui inicialmente ωφ ≈ −1 e aumenta com o
tempo [35].
2.3.3 K-Esseˆncia
Diferentemente do modelo Quintesseˆncia, o termo cine´tico do modelo K-Esseˆncia
e´ dominante em relac¸a˜o ao termo potencial, devido a essa caracter´ıstica ele tem a letra K
no nome. Este modelo reproduz muitas caracter´ısticas cosmolo´gicas mais naturalmente
que o modelo de Quintesseˆncia [36]. O termo cine´tico na ac¸a˜o deste modelo e´ na˜o linear,
e esta caracter´ıstica na˜o e´ familiar na F´ısica de Part´ıculas ou Cosmologia. Tambe´m e´
objetivo da K-Esseˆncia resolver o problema da coincideˆncia. Va´rios candidatos a` Energia
Escura necessitam de um ajuste fino na densidade de Energia Escura inicial para que ela
se torne cerca de 100 a 120 ordens de magnitude menor do que a densidade de energia
inicial da mate´ria. O propo´sito da K-Esseˆncia e´ fornecer uma explicac¸a˜o dinaˆmica que
na˜o necessita de ajuste fino das condic¸o˜es iniciais [19]. Uma caracter´ıstica comum entre o
modelo de K-Esseˆncia e o modelo de Quintesseˆncia campo tracker e´ que o campo escalar
converge para uma soluc¸a˜o atrativa [30]. A diferenc¸a e´ que no modelo tracker e´ necessa´rio
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um ajuste fino como mecanismo para iniciar o regime de pressa˜o negativa do campo e
consequentemente a acelerac¸a˜o do Universo, ja´ na K-Esseˆncia a transic¸a˜o ocorre a partir
de processos dinaˆmicos naturais.
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Cap´ıtulo 3
Vo´rtices e Superfluidos Relativ´ısticos
De acordo com a Mecaˆnica Quaˆntica, um sistema de part´ıculas e´ descrito por uma
func¸a˜o de onda complexa, que deve possuir mo´dulo e fase. A coereˆncia macrosco´pica da
fase (correlac¸a˜o da fase quaˆntica sob distaˆncias macrosco´picas) da´ origem a superfluidez e
ocorre no Condensado de Bose-Einstein (CBE) em diversos sistemas, como por exemplo:
4He l´ıquido a baixas temperaturas; regia˜o central em coliso˜es de ı´ons relativ´ısticos pesados;
campos de Higgs ou tipo Higgs sobre escala cosmolo´gica; metais supercondutores; 3He
l´ıquido a baixas temperaturas; no interior de estrela de neˆutrons; entre outros. De acordo
com Ginzburg e Landau [37] a coereˆncia da fase e´ descrita em temos de um campo escalar
complexo, que e´ visto como um paraˆmetro de ordem que surge de uma transic¸a˜o de fase
a` temperatura abaixo de uma temperatura cr´ıtica. Esta transic¸a˜o de fase esta´ associada
a quebras espontaˆneas no gauge de simetria global.
Assim, podemos dizer que um campo escalar complexo sob escalas macrosco´picas
da´ um aumento na superfluidez, o campo serve como um paraˆmetro de ordem que expressa
a coereˆncia de fase quaˆntica sob distaˆncias macrosco´picas, e a velocidade do superfluido
corresponde ao gradiente da fase do campo complexo. Enta˜o, a partir deste ponto de vista,
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podemos ver o Universo como um superfluido. Esta teoria propo˜e que este superfluido
co´smico oferec¸a explicac¸o˜es tanto para a Energia Escura quanto para a Mate´ria Escura. E
a partir disso podemos dizer que a Energia Escura e´ a densidade de energia do superfluido
co´smico, que faz com que ocorra uma expansa˜o acelerada do Universo e que a Mate´ria
Escura e´ uma manifestac¸a˜o das variac¸o˜es locais da densidade do superfluido [4].
Uma gala´xia que e´ imersa em um superfluido co´smico deve atrair o superfluido e
criar uma regia˜o com densidade maior que no va´cuo. Este seria o halo de Mate´ria Escura
observado atrave´s de lentes gravitacionais [38].
Neste cap´ıtulo estudamos a Teoria de Universo Superfluido, para isso fizemos uma
breve revisa˜o sobre Condensados de Bose-Einstein, vo´rtices em condensados de Bose-
Einstein, superfluidez no espac¸o-tempo, rotac¸o˜es no superfluido e o limite na˜o-relativ´ıstico
com e sem uma fonte de interac¸a˜o corrente-corrente.
3.1 Condensados de Bose-Einstein: Algumas Consi-
derac¸o˜es
Albert Einstein, em 1924, inspirado nos trabalhos do f´ısico indiano Satyendra Nath
Bose, descreveu o fenoˆmeno conhecido como Condensado de Bose-Einstein. Nos trabalhos
de Bose, ele apresentou uma deduc¸a˜o alternativa a` estat´ıstica de fo´tons e a` formula de
radiac¸a˜o de corpo negro [39, 40].
Ja´ em 1925, Einstein escreveu uma se´rie de treˆs artigos utilizando as te´cnicas apre-
sentadas por Bose para o tratamento estat´ıstico-quaˆntico de gases ideais e a ideia de ondas
de mate´ria introduzidas por de Broglie [41]. Einstein demonstrou, em seu segundo traba-
lho, que o aumento da densidade, a` temperatura constante, em um ga´s sujeito a estat´ıstica
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de Bose faz com que seus constituintes tendam a ocupar o estado quaˆntico fundamental.
Em suas palavras, esta corresponde a frac¸a˜o condensada do ga´s, enquanto os outros cons-
tituintes correspondem a uma frac¸a˜o saturada do ga´s [40]. Ainda neste trabalho, Einstein
demostrou que no limite termodinaˆmico (N, V → ∞ e V/N = constante) o calor es-
pec´ıfico em um ga´s de bo´sons apresenta uma descontinuidade na temperatura cr´ıtica, o
que caracteriza uma transic¸a˜o de fase de segunda ordem. Este resultado foi contestado
pelo f´ısico holandeˆs George Eugene Uhlenbeck com o argumento que na˜o seria va´lido para
sistemas finitos [41]. A partir de estudos sobre o comportamento do calor espec´ıfico de um
ga´s de bo´sons, o f´ısico alema˜o Fritz London desenvolveu uma teoria sobre a superfluidez
do 4He em 1938. O 4He foi liquefeito pelo primeira vez por Onnes em 1908 [42]. Em 1911
Onnes e seus colaboradores descobriram o fenoˆmeno da supercondutividade no mercu´rio
[43] e observaram que a densidade do he´lio l´ıquido atingia um valor ma´ximo em uma
temperatura um pouco acima de 2 K [44].
Em 1924 Onnes observou um ra´pido aumento do calor espec´ıfico do he´lio l´ıquido
em torno de 2, 17 K. Em 1930 o f´ısico holandeˆs William Hendrik Keeson confirmou essa
medida e sugeriu que essa descontinuidade na curva do calor espec´ıfico correspondia a
existeˆncia de um ponto triplo no he´lio, ou seja, deveria coexistir as fases so´lida, l´ıquida
e gasosa a esta temperatura. Mas, em 1932, o f´ısico holandeˆs Krijn Wrjbin Tacones,
submeteu o he´lio l´ıquido abaixo de 2, 17 K a raios X na tentativa de observar estruturas
cristalinas, sem obter os resultados esperados, a suposic¸a˜o do ponto triplo no he´lio teve
de ser desconsiderada, enta˜o, Keeson propoˆs como alternativa a coexisteˆncia de duas fases
l´ıquidas no he´lio, que foram chamadas de He I e He II.
Devido a curva do calor espec´ıfico do he´lio ser semelhante a` letra grega λ, a tran-
sic¸a˜o entre as fases do He I e He II foi chamada de ponto-λ [45]. Em 1938 os f´ısicos
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canadenses John Frank Allen e Don Misener e, de forma independente, o f´ısico sovie´tico
Pyotr Leonidovich Kapitza publicaram na mesma edic¸a˜o da Revista Nature [46, 47] seus
resultados experimentais sobre a viscosidade do He II. Segundo os autores a viscosidade
do He II e´ da ordem de 10−9P 1 , menor que a viscosidade do hidrogeˆnio que era o fluido
de menor viscosidade conhecido na e´poca, da ordem de 10−5P . Assim Kapitza da´ a esse
fenoˆmeno o nome de superfluidez [46].
London, ainda em 1938 observando os resultados dos experimentos com o he´lio
l´ıquido, propoˆs a existeˆncia de uma conexa˜o entre o comportamento do He II e o fenoˆ-
meno da Condensac¸a˜o de Bose-Einstein. Em seus resultados, demonstrou que a expressa˜o
para a temperatura cr´ıtica de um ga´s de Bose ideal fornece uma boa estimativa para a
temperatura do ponto-λ (T0 = 3, 09K) [48, 49, 50].
La´szlo´ Tisza, partindo das ideias de London criou um modelo de dois fluidos para
explicar o comportamento do he´lio l´ıquido considerando as fases normal (He I) e super-
fluida (He II), supondo que a fase He II e´ descrita por um ga´s ideal de Bose. Ele ainda
previu a existeˆncia de oscilac¸o˜es de temperatura em um superfluido que posteriormente
foram chamadas de segundo som [41, 51, 52].
Entre 1940 e 1950, Landau e o f´ısico sovie´tico Issak Markovick Khalatnikov deram
sequeˆncia ao desenvolvimento da teoria da superfluidez. A teoria de Landau-Khalatnikov
ainda e´ bastante usada para descrever a superfluidez [53, 54], no entanto, esta teoria na˜o
poderia descrever o fenoˆmeno da turbuleˆncia e formac¸a˜o de vo´rtices no He II, observados
por Kapitza em 1941 [55], pois de acordo com essa teoria os superfluidos sa˜o irrotacionais.
Devido a esse problema, o qu´ımico noruegueˆs Lars Onsager propoˆs em 1949 que as linhas
de vo´rtices em um superfluido sa˜o quantizadas em unidades de ~/m [56].
1P (poise) e´ a unidade do sistema CGS e e´ equivalente a` 0,1 Pa·s no SI (Pa· s e´ pascal segundo).
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Em 1947, o f´ısico sovie´tico Nikolai Nikolaievch Bogoliubov apresenta um novo mo-
delo capaz de descrever um ga´s de bo´sons fracamente interagentes, e obteve uma expressa˜o
da relac¸a˜o de dispersa˜o para excitac¸o˜es elementares [57, 58].
Feynman, entre 1953 e 1958, desenvolveu uma se´rie de trabalhos sobre o he´lio
l´ıquido, em que considera a existeˆncia de linhas de vo´rtices quantizadas no He II, como
foi sugerido por Onsager [59].
Onsager e Penrose, em 1956, apresentaram um artigo onde propuseram existir a
Condensac¸a˜o de Bose-Einstein em um sistema, o maior autovalor da matriz densidade do
sistema deve ser da ordem do nu´mero de seus constituintes [60].
Em 1961 Gross e Pitaevskii, independentemente, apresentaram em seus resultados
de vo´rtices em he´lio l´ıquido, uma equac¸a˜o derivada de um formalismo de campo me´dio
que descreve um ga´s fracamente interagente a` temperatura nula [61, 62]. Esta equac¸a˜o
e´ atualmente conhecida como equac¸a˜o de Gross-Pitaevskii (Apeˆndice A) e e´ uma das
principais ferramentas teo´ricas na descric¸a˜o de condensados de Bose-Einstein.
3.2 Vo´rtices quantizados em condensados de Bose-
Einstein
A Equac¸a˜o de Gross-Pitaevskii dependente do tempo, pode ser escrita como:
i~
∂
∂t
Ψ(r, t) =
[
− ~
2
2m
∇2 + V (r) + g|Ψ(r, t)|2
]
Ψ(r, t). (3.1)
A Equac¸a˜o 3.1 tambe´m e´ conhecida como equac¸a˜o na˜o-linear de Schro¨dinger. Aqui
o campo escalar complexo Ψ pode ser considerado como um campo de Higgs capaz de
quebrar espontaneamente um determinado gauge de simetria global [10].
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Multiplicando a Equac¸a˜o 3.1 por Ψ∗, temos:
− ~
2
2m
Ψ∗∇2Ψ + V |Ψ|2 + g|Ψ|4 = i~Ψ∗∂Ψ
∂t
. (3.2)
Subtraindo a Equac¸a˜o 3.2 pelo seu complexo conjugado, obtemos:
− ~
2
2m
[
Ψ∗∇2Ψ−Ψ∇2Ψ∗]− i~(Ψ∗∂Ψ
∂t
+ Ψ
∂Ψ∗
∂t
)
= 0, (3.3)
que pode ser reescrita como:
~
2mi
∇ · (Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) + ∂n
∂t
= 0, (3.4)
onde n = n(r, t) = |Ψ|2.
A equac¸a˜o da continuidade e´ dada por:
∇ · (nv) + ∂n
∂t
= 0, (3.5)
observamos na Equac¸a˜o 3.4 que o campo de velocidades em um condensado e´ dado por:
v(r, t) =
~
2mi
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗)
|Ψ|2 . (3.6)
Podemos escrever a func¸a˜o de onda na forma Ψ(r, t) =
√
n(r, t)eiσ(r,t), onde σ(r, t) e´ a
fase da func¸a˜o de onda. Podemos, enta˜o, reescrever a forma do campo de velocidades:
v(r, t) =
~
m
∇σ(r, t). (3.7)
A vorticidade quaˆntica e´ uma manifestac¸a˜o da superfluidez. Um vo´rtice quaˆntico
deve satisfazer a condic¸a˜o de onda livre, ∇×v = 0. Enta˜o, podemos definir a vorticidade
como sendo:
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ξ = ∇× v, (3.8)
e por definic¸a˜o o rotacional do gradiente e´ sempre nulo, enta˜o a vorticidade deve ser nula,
ou seja,
ξ = ∇× v = ~
m
∇× (∇σ) = 0. (3.9)
Isto significa que o campo de velocidades do fluido e´ irrotacional, a menos que σ(r, t)
possua uma singularidade [63].
Em Mecaˆnica Quaˆntica, o momento angular e´ quantizado Lz = N~, sendo N um
nu´mero inteiro, com isso:
Lz = mvr = N~, (3.10)
e, portanto,
vs =
~
m
N
r
. (3.11)
Logo, a circulac¸a˜o e´ dada por:
Γ =
∮
C
v · dl = 2pi ~
m
N, (3.12)
onde podemos observar que essa e´ uma grandeza quantizada em unidades de ~/m [58].
A partir das Equac¸o˜es 3.8 e 3.12, temos que:
ξ = ∇× v = 2pi ~
m
Nδ(r)zˆ. (3.13)
Logo, o campo de vorticidade em um condensado de Bose-Einstein possui uma
singularidade, e isto caracteriza a existeˆncia de vo´rtices. Podemos observar que esta e´
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uma relac¸a˜o na˜o-relativ´ıstica com o campo escalar complexo da forma: Ψ = |Ψ|eiβ, mais
adiante faremos a reconexa˜o com o limite relativ´ıstico, ou seja, relacionaremos Ψ com Φ.
3.3 Superfluidez atrave´s da equac¸a˜o Na˜o-Linear de
Klein-Gordon
O campo escalar complexo no va´cuo e´ escrito na forma polar como sendo:
Φ(x) = F (x)eiσ(x), (3.14)
em que usamos um sistema de unidades naturais na qual ~ = c = 1, e a me´trica de
Minkowski que corresponde a` (−1, 1, 1, 1) no espac¸o-tempo plano.
A densidade lagrangiana tem a seguinte forma
L = −gµν∂µΦ∗∂νΦ− V, (3.15)
onde gµν e´ o tensor me´trico e V = V (ΦΦ∗) e´ a pro´pria interac¸a˜o potencial. A ac¸a˜o e´
definida como a integral da lagrangiana com respeito ao tempo, ou seja,
S =
∫
Ldt =
∫
dt
∫
d3xL,
S =
∫
dtd3x
√−g (gµν∂µΦ∗∂νΦ + V ), (3.16)
onde foi usada a seguinte definic¸a˜o: g = det(gµν)
2.
A Equac¸a˜o de Euler-Lagrange e´ definida para o campo Φ∗ da seguinte forma,
2Embora na˜o tenhamos focado neste problema aqui, atrave´s do tensor me´trico que inclu´ımos os efeitos
gravitacionais ao sistema, tal que g00 = −(1 + 2U) e gjk = δjk, onde U << 1 e´ o potencial gravitacional
no limite Newtoniano
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∂µ
(
∂L
∂ (∂µΦ∗)
)
− ∂L
∂Φ∗
= 0, (3.17)
e analogamente, para o campo Φ
∂µ
(
∂L
∂ (∂µΦ)
)
− ∂L
∂Φ
= 0. (3.18)
Assim, encontramos que a equac¸a˜o de movimento para este campo escalar complexo
e´ da seguinte forma:
1√−g∂µ
(√−ggµν∂νΦ)− ∂V
∂Φ∗
= 0. (3.19)
Por questa˜o de simplicidade, definimos V ′ ≡ dV
d(ΦΦ∗) , enta˜o podemos ver que a equac¸a˜o de
movimento pode tambe´m ser escrita da seguinte maneira:
(− V ′) Φ = 0, (3.20)
onde, o operador d’Alembertiano e´ definido por:  ≡ ∇µ∇µ.
Substituindo Φ = Feiσ na Equac¸a˜o 3.20 e separando as partes real e imagina´ria
obtemos as seguintes equac¸o˜es:
(− V ′)F − F∇µσ∇µσ = 0 (3.21)
e
2∇µF∇µσ + F∇µ∇µσ = 0. (3.22)
A primeira equac¸a˜o pode ser reescrita na forma da equac¸a˜o relativ´ıstica de Euler, ou seja,
∇µ
(
F−1F − V ′)− 2F−2∇λ (F 2∇λ∇µ) = 0, (3.23)
e a segunda equac¸a˜o e´ a equac¸a˜o da continuidade:
∇µjµ = 0, (3.24)
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com
jµ ≡ F 2∇µσ = F 2∂µσ. (3.25)
Existe uma carga conservada, Q, e um tensor energia-momentum covariantemente
conservado, Tµν , dados respectivamente por:
Q =
∫
d3x
√−gj0 (3.26)
e
Tµν = ∇µΦ∗∇νΦ +∇νΦ∗∇µΦ− gµν∇τΦ∗∇τ − gµνV. (3.27)
O campo Φ(x, t) corresponde a um paraˆmetro de ordem no limite de temperatura zero
absoluto, podendo assim representar um superfluido puro [64].
Desde que τ seja o tempo pro´prio ao longo da worldline tipo-tempo de um elemento
de fluido cujas coordenadas sa˜o:
xµ =
(
ct(τ), xi(τ)
)
, (3.28)
com i = 1, 2, 3.
A velocidade do elemento de fluido, ou tri-velocidade, e´ dada por
vs =
dx
dt
. (3.29)
Enta˜o, podemos definir uma quadri-velocidade, em termos do tempo pro´prio, da
seguinte maneira:
Uµ ≡ dx
µ
dτ
= (γc, γvs) , (3.30)
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onde γ e´ definido por
γ ≡ dt
dτ
. (3.31)
Enta˜o, partindo do fato de que ds2 = −c2dτ 2 = gµνdxµdxν , obtemos a expressa˜o
para γ como sendo:
γ =
(
−g00 − 2g0iv
i
c
− gij v
ivj
c2
)−1/2
. (3.32)
A densidade do superfluido, ρs, pode ser obtida atrave´s da relac¸a˜o j
µ = ρsU
µ,
e se comparamos isso com a Equac¸a˜o 3.25 e fazendo µ = 0 e µ = 1, 2, 3 conseguimos
escrever duas equac¸o˜es, uma para a densidade do superfluido e outra para a velocidade
do superfluido, ou seja:
ρs = ~(cλξs)−1F 2, (3.33)
vs
c
= ξs∇σ, (3.34)
onde ξ = (∂0σ)−1.
No espac¸o-tempo de Minkowski, as Equac¸o˜es 3.23 e 3.24 podem ser escritas, res-
pectivamente, como:
∂µ
(
F−1F − V ′)− 2F−2∂λ (F 2∂λσ∂µσ) = 0
∂µ
(
F 2∂µσ
)
= 0. (3.35)
A quadri-velocidade e´ dada por:
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Uµ = (γc, γvs) , γ =
1√
1− v2s/c2
. (3.36)
Podemos observar que UµUµ = −c2 e isto nos garante que a velocidade do super-
fluido, vs, e´ sempre menor que a velocidade da luz. A densidade ρs e a velocidade vs do
superfluido sa˜o determinadas pelas seguintes equac¸o˜es:
ρs = − ~σ˙
c2γ
F 2 e
~vs
c
= − c
σ˙
∇σ. (3.37)
No caso de uma soluc¸a˜o estaciona´ria da forma Φ(x, t) = e−iωtχ(x), temos que
σ˙ = −ω.
Figura 3.1: Perfil do campo escalar, apresentando o halo de mate´ria escura em torno da
gala´xia [4].
Na Figura 3.1, podemos observar o halo de mate´ria escura em torno da gala´xia,
atrave´s do perfil de campo escalar, que tem mo´dulo F0 fora do halo e F1 > F0 dentro do
halo. Isto cria uma alta densidade de energia no halo, e pode ser observado atrave´s de
lentes gravitacionais.
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3.4 Rotac¸a˜o do Superfluido e a Relac¸a˜o de Feynman
Uma propriedade que caracteriza o superfluido e´ o fato de que ele e´ capaz de
fluir sem, ou praticamente sem atrito, ao longo de uma superf´ıcie a baixas velocidades.
Quando a velocidade do superfluido atinge um valor cr´ıtico e´ poss´ıvel que seja observado
dissipac¸o˜es. Esta velocidade cr´ıtica deve ser suficiente o bastante para que haja uma
excitac¸a˜o no sistema. De maneira similar, se considerarmos um superfluido contido em um
recipiente em rotac¸a˜o, o superfluido devera´ permanecer em repouso ate´ que a frequeˆncia
angular do recipiente supere um valor cr´ıtico, no qual atrave´s da criac¸a˜o de vo´rtices
quantizados ocorre um campo de velocidade rotacional, com linha de vo´rtices paralelas ao
eixo de rotac¸a˜o. No caso de estabilidade do estado estes vo´rtices formam uma estrutura
de forma espec´ıfica. Este problema pode ser melhor tratado, quando assumimos um
sistema de coordenadas em rotac¸a˜o com o recipiente, pois facilmente identificamos as
forc¸as inerciais, a forc¸a de Coriolis e a forc¸a centr´ıfuga, que sa˜o as forc¸as responsa´veis pela
criac¸a˜o do vo´rtice [64].
Ao considerar um sistema em rotac¸a˜o sobre o eixo z, com velocidade angular Ω0.
Utilizando um sistema de coordenadas esfe´ricas, temos que o referencial do laborato´rio,
(t
′
, r
′
, θ
′
, φ
′
), e o do sistema em rotac¸a˜o, (t, r, θ, φ), sa˜o relacionados pela transformac¸a˜o
como:
t = t
′
; r = r
′
; θ = θ
′
; φ = φ
′ − Ω0t′ . (3.38)
O operador d’Alembertiano, , no espac¸o-tempo plano para um referencial girante
e´ dado por:
 = (0) +RCoriolis +RCentrfuga, (3.39)
onde (0) = ∇2 − 1
c2
∂2
∂t2
, RCoriolis =
2Ω0
c2
∂2
∂t∂φ
e RCoriolis =
2Ω0
c2
∂2
∂t∂φ
; RCentrifuga = −Ω0c2 ∂
2
∂φ2
.
29
Essa forma de definir o operador d’Alembertiano pode ser aplicada no estudo de
qualquer equac¸a˜o de Klein-Gordon para estruturas em rotac¸a˜o com interac¸o˜es.
Considerando N vo´rtices em um recipiente em rotac¸a˜o com raio R e a velocidade
angular Ω nas paredes do recipiente, a velocidade do superfluido e´ vs = ΩR e a partir da
Equac¸a˜o 3.12, podemos obter
Ω = picξsnν , (3.40)
com nν =
N
piR2
, o nu´mero de vo´rtices por unidade de a´rea. Esta expressa˜o pode nos dar
uma estimativa da densidade local de vo´rtices. No limite na˜o-relativ´ıstico ξs = ~/mc,
temos Ω = (pi~/m)nν , que e´ conhecida como relac¸a˜o de Feynman [64].
3.5 Limite na˜o-relativ´ıstico
Seja uma func¸a˜o de onda Ψ, dada por:
Φ (x, t) = e−iω0tΨ(x, t). (3.41)
Substituindo Φ na equac¸a˜o na˜o-linear de Klein-Gordon (NLKG) e fazendo ω0 = mc
2/~,
temos:
(− V ′)Φ = 0, (3.42)
ou
(− V ′)Ψ(x, t)e−iω0t = 0 (3.43)
onde  e´ definido como:
 = ∇2 − 1
c2
∂2
∂t2
. (3.44)
Substituindo a Equac¸a˜o 3.44 na equac¸a˜o 3.43, obtemos
(∇2 − 1
c2
∂2
∂t2
− V ′)(Ψ(x, t)e−iω0t) = 0, (3.45)
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ou
e−iω0t∇2Ψ(x, t)− 1
c2
∂
∂t
[
−iω0e−iω0tΨ + e−iω0t∂Ψ
∂t
]
− V ′e−iω0tΨ(~x, t) = 0, (3.46)
A Equac¸a˜o 3.46 pode ser reescrita tambe´m como:
∇2Ψ(x, t)− 1
c2
[
−ω20Ψ− 2iω0
∂Ψ
∂t
+
∂2Ψ
∂t2
]
− V ′Ψ(x, t) = 0. (3.47)
Multiplicando a Equac¸a˜o 3.47 por ~2/2m e lembrando que ω0 = mc2/~, encontramos a
seguinte equac¸a˜o
i~
∂Ψ
∂t
= − ~
2
2m
∇2Ψ + UΨ + ~
2
2mc2
∂2Ψ
∂t2
, (3.48)
onde
U =
~2
2m
V ′ − mc
2
2
. (3.49)
O termo ~
2
2mc2
∂2Ψ
∂t2
pode ser descartado se considerarmos um limite no qual a velocidade
da luz, c, seja muito maior que a “velocidade da func¸a˜o de onda”, ∂Ψ
∂t
. Fazendo esta
aproximac¸a˜o obtemos a equac¸a˜o na˜o-linear de Schro¨dinger.
Agora, podemos denotar a fase da func¸a˜o de onda na˜o-relativ´ıstica por β(~x, t), da
seguinte forma:
Ψ = |Ψ|eiβ. (3.50)
Como Φ = Feiσ = e−iω0tΨ, o σ tem a seguinte forma:
σ = −ω0t+ β. (3.51)
Assim, a partir da equac¸a˜o
∂µ
(
F−1F − V ′)− 2F−2∂λ (F 2∂λσ∂µσ) = 0, (3.52)
podemos obter uma equac¸a˜o para a fase da func¸a˜o de onda na˜o-relativ´ıstica β. Como
a parte dessa equac¸a˜o para µ = 0 na˜o contribui, consideramos apenas a equac¸a˜o para
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µ = k, (k = 1, 2, 3), ou seja:
∂k
[
F−1
(
∇2 − 1
c2
∂2
∂t2
)
F − V ′
]
−2F−2∂0
(
F 2∂0σ∂kσ
)−2F−2∂j (F 2∂jσ∂kσ) = 0, (3.53)
ou
c2
2ω0
F 2∂k
[
F−1
(
∇2 − 1
c2
∂2t
)
F − V ′
]
− ∂t
[
F 2
(
1− β˙
ω0
uk
)]
− c
2
ω0
∂j
(
F 2ujuk
)
= 0,
(3.54)
onde, uk ≡ ∂kσ = ∂kβ e ∂tσ = −ω0 + β˙.
O termo c
2
2ω0
∂k (F
−1∇2F ) pode ser manipulado ate´ obtermos a forma ∂k
[
c2
4ω0
F 2∇2 (lnF 2)
]
,
enta˜o podemos reescrever a u´ltima equac¸a˜o da seguinte maneira
∂t
[
F 2
(
1− β˙
ω0
)
uk
]
+
c2
ω0
∂j
[
F 2ujuk
] − ∂k [ c2
4ω0
F 2∇2 (lnF 2)] +
F 2
2ω0
∂k
[
F−1∂2t F
]
+
c2
2ω0
F 2∂kV
′ = 0. (3.55)
O quarto termo desta equac¸a˜o, F
2
2ω0
∂k [F
−1∂2t F ], pode ser reescrito como ∂t
[
F 2
4ω0
∂k∂t (lnF
2)
]
,
ja´ o u´ltimo termo pode ser manipulado conforme a seguir:
c2
2ω0
F 2∂kV
′ = ∂k
[
c2
2ω0
F 2V ′
]
− c
2
ω0
F∂kFV
′. (3.56)
Lembrando que V = V (ΦΦ∗) e que V ′ = ∂V
∂(ΦΦ∗) temos que
∂kV =
∂V
∂(ΦΦ∗)
∂k(ΦΦ
∗) = V ′∂kF 2 = 2V ′F∂kF. (3.57)
Assim, podemos reescrever a Equac¸a˜o 3.56 como:
c2
2ω0
F 2∂kV
′ = ∂k
[
c2
2ω0
F 2V ′ − c
2
2ω0
V
]
. (3.58)
A equac¸a˜o para a fase, β, da func¸a˜o de onda no limite na˜o-relativ´ıstico e´:
∂t
[
F 2
(
1− β˙
ω0
)
uk +
F 2
4ω0
∂k∂t
(
lnF 2
)]
+
c2
ω0
∂j
[
F 2ujuk
]
(3.59)
+ ∂k
[
c2
2ω0
(
F 2V ′ − V )− c2
4ω0
F 2∇2 (lnF 2)] = 0.
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O u´ltimo termo desta equac¸a˜o e´ definido como sendo a derivada da pressa˜o, o termo
c2
2ω0
(F 2V ′ − V ) e´ a pressa˜o devida a pro´pria interac¸a˜o, enquanto que o termo c2
4ω0
F 2∇2 (lnF 2)
e´ a pressa˜o quaˆntica [65].
A partir da seguinte equac¸a˜o, podemos obter uma outra equac¸a˜o para a fase, β,
da func¸a˜o de onda, Ψ.
∂µ
(
F 2∂µσ
)
= 0. (3.60)
Onde encontramos que:
∂0
(
F 2∂0σ
)
+ ∂j
(
F 2∂jσ
)
= 0 (3.61)
ou
∂t
[(
1− β˙
ω0
)
F 2
]
+
c2
ω0
∂j
(
F 2uj
)
= 0. (3.62)
Substituindo σ nas equac¸o˜es abaixo, podemos calcular a densidade e a velocidade
do superfluido no limite na˜o-relativ´ıstico
ρs = − ~σ˙
c2γ
F 2
(3.63)
~vs
c
= − c
σ˙
∇σ. (3.64)
Considerando que vs  c, podemos fazer uma expansa˜o em γ =
(
1− v2s
c2
)− 1
2
em
torno de vs
c
= 0, em que consideramos os termos ate´ segunda ordem. Fazendo isso, obtemos
as equac¸o˜es para a densidade e a velocidade do superfluido no limite na˜o-relativ´ıstico,
respectivamente, como sendo:
ρs = m|Ψ|2
(
1 +
1
2
v2s
c2
− ~β˙
mc2
)
+O
(
c−4
)
,
~vs =
~
m
∇β
(
1 +
~β˙
mc2
)
+O
(
c−4
)
. (3.65)
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Em um referencial girante, temos que a equac¸a˜o NLKG e´ dada por:
(
∇2 − 1
c2
∂2
∂t2
− V ′ +RCoriolis +RCentrfuga
)
Φ = 0,
com
V ′ =
(mc
~
)2
− 2mλ|Φ|2,
RCoriolis =
2Ω
c2
∂2
∂t∂φ
,
RCentrifuga = −Ω
2
c2
∂2
∂φ2
. (3.66)
Onde usamos um potencial de forma espec´ıfica. No limite na˜o-relativ´ıstico, ou seja, Φ =
e−iω0tΨ, com ω0 = mc2/~ e eliminando os termos da ordem de c−2, obtemos:
i~
∂Ψ
∂t
=
(
− ~
2
2m
∇2 + i~Ω ∂
∂φ
− λ~2|Ψ|2
)
Ψ = 0, (3.67)
que e´ a equac¸a˜o na˜o-linear de Schro¨dinger, ou equac¸a˜o de Gross-Pitaevskii, bastante usada
para descrever rotac¸o˜es em condensados de Bose-Einstein [66].
Interac¸a˜o corrente-corrente com uma fonte
Na presenc¸a de uma gala´xia, adicionamos um termo de interac¸a˜o a` densidade
lagrangiana, este termo representa a interac¸a˜o na˜o-gravitacional entre a gala´xia e o campo
escalar. A interac¸a˜o dessa fonte com o campo escalar e´ descrita atrave´s da interac¸a˜o
corrente-corrente, ou seja:
Lint = −ηJµjµ, (3.68)
onde jµ e´ a corrente conservada do campo escalar complexo, η e´ uma constante de aco-
plamento e Jµ e´ a corrente conservada da fonte externa. Podemos reescrever a densidade
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lagrangeana mais explicitamente da forma:
Lint = −ηF 2Jµ∂µσ. (3.69)
Incluindo esse termo de interac¸a˜o na Lagrangiana e atrave´s da equac¸a˜o de Euler-
Lagrange, podemos encontrar uma nova equac¸a˜o de movimento, dada por:
(− V ′) Φ− iηJµ∂µΦ = 0, (3.70)
para simular a presenc¸a de gala´xias em um superfluido co´smico Huang et al., admitem
que a corrente externa tem a forma [8]:
Jµ = (ρ,J), J = ρΩ× r, (3.71)
na qual J representa uma gala´xia em rotac¸a˜o em um superfluido co´smico, quando consi-
deramos uma gala´xia como um corpo r´ıgido em rotac¸a˜o com velocidade angular Ω e ρ(x)
descreve o perfil da densidade da gala´xia.
Neste caso a equac¸a˜o NLKG e´ escrita como:
(− V ′) Φ− iηρ
(
∂Φ
∂t
+ Ω× r · ∇Φ
)
= 0. (3.72)
O u´ltimo termo, em um sistema de coordenadas cil´ındricas com aˆngulo azimutal φ sobre
o eixo de rotac¸a˜o, pode ser escrito como:
iηρΩ× r · ∇Φ = iηρΩ∂Φ
∂φ
. (3.73)
Desde que ρΩ nos deˆ uma velocidade angular que dependa do espac¸o, este termo da´ origem
a um efeito semelhante ao frame-dragging 3.
3frame-dragging e´ um efeito previsto na Teoria da Relatividade Geral de Einstein, e se refere a uma
distorc¸a˜o especial na geometria do espac¸o-tempo causada por uma massa em rotac¸a˜o.
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A equac¸a˜o NLKG foi resolvida com va´rios termos inerciais ou de interac¸a˜o no
espac¸o-tempo de Minkowski. Com enfase na dinaˆmica e estado dos vo´rtices em superflui-
dos co´smicos.
A partir da equac¸a˜o NLKG, formulamos uma investigac¸a˜o da superfluidez e dos
mecanismos para a criac¸a˜o de vorticidade quantizada no regime relativ´ıstico, para o caso
no espac¸o-tempo plano e para o limite na˜o-relativ´ıstico.
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Cap´ıtulo 4
Considerac¸o˜es Finais
Neste trabalho investigamos a Teoria de Universo Superfluido cuja ideia principal
e´ que o Universo esta´ imerso em um superfluido que e´ descrito por um campo escalar com-
plexo. A mate´ria escura e´ uma manifestac¸a˜o das flutuac¸o˜es de densidade do superfluido.
Este superfluido e´ relativ´ıstico e preenche todo o Universo. Com o objetivo de investigar a
superfluidez e os mecanismos para a criac¸a˜o de vo´rtices no limite relativ´ıstico escolhemos
um campo escalar complexo e partimos da equac¸a˜o na˜o-linear de Klein-Gordon. Em nos-
sos estudos foi considerado o espac¸o-tempo plano e enta˜o fizemos o limite na˜o-relativ´ıstico.
A partir disso podemos concluir que vo´rtices quantizados podem ser criados atrave´s de for-
c¸as inerciais, forc¸a de Coriolis e forc¸a centr´ıfuga, e atrave´s da interac¸a˜o corrente-corrente.
No cosmos, vo´rtices podem ser criados pela rotac¸a˜o de gala´xias no superfluido, colisa˜o de
gala´xias ou rotac¸a˜o de buracos negros. Tambe´m generalizamos a relac¸a˜o de Feynman no
regime relativ´ıstico, considerando N vo´rtices em um recipiente em rotac¸a˜o de raio R e
velocidade angular Ω, atrave´s dessa relac¸a˜o podemos obter uma estimativa da densidade
local de vo´rtices quando o superfluido flui com variac¸a˜o na velocidade angular local. Para
este trabalho consideramos apenas superfluido puro a temperatura zero, ficando assim
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como sugesta˜o de trabalhos futuros a generalizac¸a˜o dessa formulac¸a˜o relativ´ıstica para o
caso de temperatura finita.
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Apeˆndice A
Equac¸a˜o de Gross-Pitaevskii
Em um sistema de bo´sons com interac¸a˜o entre pares, o Hamiltoniano do sistema e´
descrito da seguinte forma [58, 63, 65] :
Hˆ =
∫
Ψˆ†(r, t)Hˆ0Ψˆ(r, t)dr +
1
2
∫ ∫
Ψˆ†(r, t)Ψˆ†(r′, t)V (r, r′)Ψˆ(r′, t)Ψˆ(r, t)dr′dr, (A.1)
onde Hˆ0 =
−~2
2m
∇2 + Vext(r) e´ o Hamiltoniano da part´ıcula, sendo Vext(r) um po-
tencial externo, e V (r, r′) um potencial de interac¸a˜o entre duas part´ıculas. Iremos adotar
uma notac¸a˜o mais simples de maneira que consideraremos: Ψˆ(r, t) = Ψˆ, Ψˆ†(r, t) = Ψˆ†,
Ψˆ(r′, t) = Ψˆ′ e Ψˆ†(r′, t) = Ψˆ′†. As relac¸o˜es de comutac¸a˜o para operadores bosoˆnicos, sa˜o:
[
Ψˆ, Ψˆ′†
]
= δ(r, r′) (A.2)
e [
Ψˆ, Ψˆ′
]
=
[
Ψˆ†, Ψˆ′†
]
= 0. (A.3)
Pela equac¸a˜o de Heinsenberg
i~
∂Ψˆ
∂t
=
[
Ψˆ, Hˆ
]
=
[
Ψˆ, Hˆ
]
+
[
Ψˆ, Gˆ
]
, (A.4)
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onde Hˆ = Hˆ + Gˆ, com:
Hˆ =
∫
Ψˆ†Hˆ0Ψˆdr (A.5)
e
G = 1
2
∫
Ψˆ†
[∫
Ψˆ′†V (r, r′)Ψˆ′dr′
]
Ψˆdr. (A.6)
Calculando o comutador de Ψˆ′ com Hˆ, temos:
[
Ψˆ′, Hˆ
]
= Ψˆ′Hˆ − HˆΨˆ′ =
∫
Ψˆ′Ψˆ†H0Ψdr −
∫
Ψˆ†H0ΨˆΨˆ′dr
=
∫ (
Ψˆ′Ψˆ† − Ψˆ†Ψˆ′
)
H0Ψˆdr =
∫
δ(r, r′)H0Ψˆdr = H ′0Ψˆ
′ (A.7)
Considerando que o sistema seja um ga´s de bo´sons fracamente interagente e a baixa
temperatura, o comprimento de onda de de Broglie λdB =
√
2pi~2/mkBT , onde m e´ a
massa de um bo´son e T e´ a temperatura do sistema, e´ muito maior que o alcance do
potencial de interac¸a˜o. Desse modo, o potencial de interac¸a˜o entre os a´tomos pode ser
aproximado a um potencial de contato na forma V (r, r′) ≡ gδ(r, r′), onde g e´ a chamada
constante de acoplamento e e´ linearmente proporcional ao comprimento de espalhamento
entre os a´tomos. Assim, podemos reescrever a Equac¸a˜o A.6, da forma:
Gˆ = g
2
∫
Ψˆ†
[∫
Ψˆ′†δ(r, r′)Ψˆ′dr′
]
Ψˆdr =
g
2
∫
Ψˆ†Ψˆ†ΨˆΨˆdr. (A.8)
Agora podemos calcular o comutador de Ψˆ′ com Gˆ, da seguinte maneira:
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[
Ψˆ′, Gˆ
]
= Ψˆ′Gˆ − GˆΨˆ′ = g
2
∫ (
Ψˆ′Ψˆ†Ψˆ†ΨˆΨˆ− Ψˆ†Ψˆ†ΨˆΨˆΨˆ′
)
dr
=
g
2
∫ (
Ψˆ′Ψˆ†Ψˆ† − Ψˆ†Ψˆ†Ψˆ′
)
ΨˆΨˆdr
=
g
2
∫ (
Ψˆ′Ψˆ†Ψˆ† − Ψˆ†Ψˆ†Ψˆ′ + Ψˆ†Ψˆ′Ψˆ† − Ψˆ†Ψˆ′Ψˆ†
)
ΨˆΨˆdr
=
g
2
∫ ([
Ψˆ′, Ψˆ†
]
Ψˆ† + Ψˆ†
[
Ψˆ′, Ψˆ†
])
= g
∫
δ(r, r′)Ψˆ†ΨˆΨˆdr = gΨˆ′†Ψˆ′Ψˆ′. (A.9)
Substituindo as Equac¸o˜es A.7 e A.9 na Equac¸a˜o A.4, obtemos:
i~
∂Ψˆ
∂t
=
(
Hˆ0 + gΨˆ
†Ψˆ
)
Ψˆ =
(
− ~
2
2m
∇2 + Vext + gΨˆ†Ψˆ
)
Ψˆ. (A.10)
Podemos escrever os operadores de campo Ψˆ na base das func¸o˜es de onda de
part´ıcula u´nica, como segue:
Ψˆ(r, t) =
∑
k
ψk(r)ak(t) (A.11)
e
Ψˆ†(r, t) =
∑
k
ψ∗k(r)a
†
k(t), (A.12)
onde ψk sa˜o func¸o˜es de onda de uma u´nica part´ıcula do k-e´simo orbital, a
†
k(t) e ak(t)
sa˜o, respectivamente, os operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de uma part´ıcula no estado
correspondente ao orbital ψk(r), sendo:
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a†k(t) = e
−iHˆt/~a†k(0)e
iHˆt/~ e ak(t) = e
iHˆt/~ak(0)e
−iHˆt/~, (A.13)
onde a†k(t) e ak(t) satisfazem as relac¸o˜es de comutac¸a˜o:
[
ak, a
†
k′
]
= δk,k′ (A.14)
e
[ak, ak′ ] =
[
a†k, a
†
k′
]
= 0, (A.15)
e tambe´m as seguintes operac¸o˜es:
a†kak |nk〉 = nk |nk〉 , (A.16)
ak |nk〉 = √nk |nk − 1〉 , (A.17)
e
a†k |nk〉 =
√
nk + 1 |nk + 1〉 . (A.18)
Onde nk = 0, 1, 2, . . . ,∞ indica o nu´mero de part´ıculas no estado k. A Equac¸a˜o A.11 pode
ser reescrita de uma forma mais conveniente, separando os termos que correspondem ao
estado fundamental, Ψ0(r, t), e aos estados excitados, Ψk(r, t), obtendo assim,
Ψˆ(r, t) = ψ0(r)a0(t) +
∑
k 6=0
ψk(r)ak(t). (A.19)
A me´dia sobre o operador Ψ(r, t) e´:
〈
Ψˆ(r, t)
〉
=
1
Z
∞∑
nk=0
〈nk| e−βHˆΨˆ(r, t) |nk〉, (A.20)
sendo Z =
∑
e−βHˆ a func¸a˜o de partic¸a˜o. Supondo que o sistema esteja a uma tempe-
ratura muito baixa, de modo que a probabilidade de ocupac¸a˜o do estado fundamental e´
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aproximadamente igual a um, enta˜o, utilizando as Equac¸o˜es A.19 e A.14, a me´dia e´ dada
por:
〈
Ψˆ(r, t)
〉
= ψ0(r) 〈n0| a0(t) |n0 + 1〉+
∑
k 6=0
ψk(r) 〈nk| ak |nk + 1〉 (A.21)
= (n0 + 1)
1/2Ψ0(r, t) +
∑
k 6=0
(nk + 1)
1/2Ψk(r, t). (A.22)
Definindo δΨ(r, t) =
∑
k 6=0 nk + 1
1/2Ψk(r, t), a Equac¸a˜o A.22 pode ser reescrita
como:
〈
Ψˆ(r, t)
〉
= Ψ(r, t) + δΨ(r, t), (A.23)
onde por simplicidade fizemos (n0 + 1)
1/2Ψ0(r, t) = Ψ(r, t). Utilizando a Equac¸a˜o A.23
para a me´dia do operador Ψˆ(r, t) na Equac¸a˜o A.10 obtemos que:
i~
∂
∂t
(Ψ + δΨ) =
[
− ~
2
2m
∇2 + V ext+ g (Ψ∗ + δΨ∗) (Ψ + δΨ)
]
(Ψ + δΨ)
=
[
− ~
2
2m
∇2 + V ext
]
(Ψ + δΨ) + g
(|Ψ|2 + Ψ∗δΨ + ΨδΨ∗ + |δΨ|2) (Ψ + δΨ) . (A.24)
Podemos separar essa equac¸a˜o em duas, uma em termos de Ψ e outra em termos
de δΨ, ou seja:
i~
∂
∂t
Ψ(r, t) =
[
− ~
2
2m
∇2 + Vext(r) + g|Ψ(r, t)|2
]
Ψ(r, t) (A.25)
e
i~
∂
∂t
δΨ(r, t) = − ~
2
2m
∇2δΨ(r, t)+Vext(r)δΨ(r, t)+2g|Ψ(r, t)|2δΨ(r, t)+gΨ2(r, t)δΨ∗(r, t).
(A.26)
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A Equac¸a˜o A.25 e´ a equac¸a˜o de Gross-Pitaevskii dependente do tempo, tambe´m
conhecida como equac¸a˜o na˜o-linear de Schro¨dinger, ela descreve um sistema de N bo´sons
a temperatura nula.
A energia do sistema [63] pode ser obtida atrave´s das Equac¸o˜es A.1 e A.22 como:
E =
∫ [
~2
2m
|∇Ψ(r, t)|2 + V (r)|Ψ(r, t)|2 + g
2
|Ψ(r, t)|4
]
dr. (A.27)
No caso em que todas as part´ıculas esta˜o no estado fundamental, o segundo termo
da Equac¸a˜o A.22 e´ nulo e utilizando a Equac¸a˜o A.13, temos que:
〈
Ψˆ(r, t)
〉
= ψ0 〈n0| a0(t) |n0 + 1〉
(A.28)
= ψ0 〈n0| eiHˆt/~a0(0)e−iHˆt/~ |n0 + 1〉
(A.29)
=
√
Nψ0(r)e
−i[E(n0+1)−E(n0)]t/~
(A.30)
=
√
Nψ0(r)e
−iµt/~, (A.31)
sendo µ o potencial qu´ımico do sistema, µ = E(n0 +1)−E(n0) ∼ ∂E/∂N [58]. Utilizando
a Equac¸a˜o A.31 na equac¸a˜o de Gross-Pitaevskii, Equac¸a˜o A.25, obtemos a equac¸a˜o de
Gross-Pitaevskii para estados estaciona´rios:
[
− ~
2
2m
∇2 + Vext(r) + g|ψ(r)|2
]
ψ(r) = µψ(r). (A.32)
Esta equac¸a˜o ainda e´ bastante utilizada e de muita importaˆncia no tratamento de proble-
mas que envolvem condensados de Bose-Einstein.
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